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KATA PENGANTAR

Perkembangan Matematika bukan saja ditandai dengan munculnya
berbagai macam cabang Matematika, tetapi juga diikuit oleh
penyusunan kembali landasan yang kokoh yang terus menerus
dilakukan sehingga akar dari pohon matematika itu semakin kuat
dan semakin dalam.

Geometri sebagai salah satu cabang dari matematika yang baru
dikembangkan lebih dari 2000 tahun yang lalu yang merupakan suatu
metoda untuk memecahkan persoalan-persoalan yang menyangkut
titik, garis, bidang, jarak dan sudut dalam suatu bangun ruang.

Didalam buku ini masalah yang diabahas adalah seputar bangun
ruang dan bangun datar dalam ruang dimensi tiga. Isi buku ini dimulai
dari sejarah singkat geometri, uraian tentang sistem aksiomatik yang
merupakan dasar untuk mempelajari geometri dan disertai dengan
beberapa contoh serta soal-soal latihan.

Buku ini disusun dengan maksud agar para siswa dapat
mempersiapkan diri untuk mengenal dan memahami dasar-dasar
geometri untuk selanjutnya dapat mendalamiide-ide yang terkandung
didalamnya serta dapat mengimplementasikannya ilmu geometri ini
ke dunia kerja nantinya.

Harapan dari penyusun adalah agar kiranya para mahasiswa dapat
mencapai tujuan perkuliahannya dengan menggunakan buku ini.

Semoga buku ini dapat bermanfaat bagi para pembaca.
Terima Kasih.

Medan, Juni 2024

Tim Penyusun
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BAB |

Pendahuluan

A. Sejarah Singkat Geometri

Geometri seperti cabang ilmu matematika yang lain lahir berabad
tahun silam dari kondisi real kehidupan sehari-hari sekelompok
masyarakat. Misalnya lebih dari 2000 tahun silam orang Mesir
mempunyai kebiasaan bekerja dengan dasar-dasar geometri,
dikarenakan pertimbangan praktis seperti banjir berkala sungai Nil
yang selalu menghanyutkan garis batas tanah milik mereka. Sehingga
memaksa mereka untuk merekonstruksi garis-garis batas tanah
tersebut.

Kata “geometri” berasal dari bahasa Yunani (Greek) yang berarti
“ukuran bumi” Maksudnya mencakup mengukur segala sesuatu
yang ada di bumi. Geometri kuno sebagian dimulai dari pengukuran
praktis yang diperlukan untuk pertanian orang-orang Babylonia dan
Mesir. Kemudian geometri orang Mesir dan Babylonia ini diperluas
untuk perhitungan panjang ruas garis, luas dan volume.

Bangsa Yunani yang banyak dipengaruhi oleh daerah Mediterania
memiliki sedikit pandangan lebih maju terhadap geometri. Geometri
telah dianggap sebagai sebuah abstraksi dari dunia nyata atau sebuah
model yang membantu pikiran atau logika. Sampai akhirnya pada

tahun 250 sebelum masehi Euclide menghasilkan karya monumental




yang dituangkan ke dalam buku Element, yang hingga sekarang
karyanya masih dipelajari dan digunakan.

Secara umum buku materi ajar ini akan menjelaskan tentang
dasar-dasar geometri seperti titik, garis, bidang, ruang, sudut,
yang sebagian besar hasil buah pemikiran Euclide. Walaupun pada
perkembangannya sekarang sudah banyak sentuhan para ahli
geometri modern seperti David Hilbert dan G. D. Birkhoff.

David Hilbert (1862 - 1943), seorang matematikawan asal
Jerman yang banyak membuat sumbangan besar pada bidang
matematika. Tahun 1899, lewat bukunya Graundlagen der Geometrie
(Fondasi Geometri) ia memberikan dasar yang lebih teliti pada
aksioma geometri sama konsistennya dengan bilangan real dalam
matematika. Hilbert menyusun dan memperbaharui geometri euclid
dengan mengemukakan 28 asumsi tentang geometri titik, garis, dan
bidang yang dikenal dengan aksioma Hilbert.

Pada perkembangannya terdapat beberapa penggolongan
geometri, antara lain:

1. Berdasarkan lingkup atau bidang kajian, terdapat:
o geometri bidang (dua dimensi)
« geometri ruang (dimensi tiga)
o geometri dimensin
o geometribola
« dan lain-lain

2. Berdasarkan bahasa yang digunakan, terdapat:
« geometri analitik: geometri dengan bahasa aljabar
o geometri umum: geometri dengan bahasa gambar
o geometri diferensial: geometri dengan bahasa derivatif
« dan lain-lain

3. Berdasarkan sistem aksioma, terdapat:
« geometri Euclides
« geometri non Euclides
«  Geometri Proyektif
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B. Titik, Garis, Bidang, dan Ruang

Seperti halnya di dalam buku Element karya Euclide ada yang
disebut dengan istilah primitive. Istilah primitif ditujukan untuk
konsep-konsep sederhana yang mudah dipahami dan sulit dibuatkan
batasannya. Yang kemudian oleh para akhli geometri modern
konsep-konsep tersebut dikelompokkan ke dalam istilah-istilah yang
tidak didefinisikan (undefined). Dalam struktur geometri modern
khususnya dan matematika pada umumnya terdapat istilah-istilah
yang telah disepakati dan menjadi pedoman bagi semua orang yang
mempelajari geometri, matematika, atau cabang matematika yang lain.

Istilah-istilah tersebut adalah: 1) unsur-unsur yang tidak
didefinisikan,2) unsur-unsur yang didefinisikan, 3) aksioma/postulat,
dan 4) teorema/dalil/rumus. Unsur yang tidak didefinisikan atau
pengertian pangkal adalah konsep primitive yang mudah dipahami
dan sulit dibuatkan definisinya, seperti titik, garis, dan bidang.

Apabila kita paksakan untuk membuat definisi untuk unsur
primitif tersebut maka akan terjadi blunder. Misalnya kita akan
membuat definisi untuk titik, seperti titik adalah sesuatu yang
menempati tempat. Kemudian kita harus mendefiniskan lagi sesuatu
yang menempati tempat itu apa, misalnya noktah yang ada pada
bidang. Kemudian kita harus mendefinisikan tentang noktah itu
apa, dan seterusnya. Sehingga dalam definisi terdapat definisi dan
begitu seterusnya. Oleh karena itu semua konsep yang memiliki sifat
demikian dimasukan ke dalam katagori unsur primitif atau unsur
yang tidak terdefinisi.

Unsur-unsur yang didefinisikan adalah konsep yang mempunyai
definisi atau batasan. Sehingga dengan definisi konsep-konsep tersebut
menjadijelas, tidakambigiusatau tidakbermaknaganda. Syarat sebuah
definisi adalah harus singkat, padat, jelas, dan tidak mengandung
pengertian ganda. Unsur yang didefinisikan adalah konsep-konsep
yang dikembangkan dari unsur yang tidak didefinisikan. Misalnya,

PENDAHULUAN
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sinar garis, ruas garis, segitiga, segiempat dikembangkan dari konsep
garis sebagai unsur yang tidak didefinisikan.

Aksioma/postulat adalah anggapan dasar yang disepakati benar
tanpa harus dibuktikan. Yang termasuk ke dalam aksioma/postulat
adalah sesuatu atau konsep yang secara logika dapat diterima
kebenaranya tanpa harus dibuktikan. Dalam geometri (Euclide)
misalnya dikenal postulat garis sejajar yaitu apabila ada sebuah garis
dan sebuah titik di luar garis tersebut, melalui titik itu dibuat garis
lain yang sejajar garis pertama maka kedua garis tersebut tidak akan
berpotongan.

Teorema/rumus/dalil adalah anggapan sementara yang harus
dibuktikan kebenarannya melalui serangkaian pembuktian deduktif.
Pembuktian teorema/rumus/dalil dalam matematika keberlakuannya
harus secara umum, tidak berlaku hanya untuk beberapa kasus
seperti contoh.

Misalnya teorema Pythagoras yang menyatakan bahwa dalam
sebuah segitiga siku-siku berlaku “jumlah kuadrat sisi siku-siku
sama dengan kuadrat sisi miringnya” Apabila kita mengajukan
pembuktian melalui menunjukkan/memberi contoh dalam segitiga
siku-siku dengan panjang sisi masingmasing 3 dan 4 satuan panjang,
serta panjang sisi miringnya sama dengan 5 satuan panjang (tripel
Pythagoras), sehingga diperlihatkan hubungan 3° +4° =5% ini
bukan pembuktian, tetapi sekadar menunjukkan satu kasus. Teorema
Pythagoras sejak ditemukannya sampai sekarang telah dibuktikan
lebih dari 200 cara.

- 4 ‘ GEOMETRI ANALITIK |



Berikut salah satu pembuktian teorema tersebut.

b a b

b a b

Gambar 1.1. Pembuktian Teorema Phytagoras

Luas daerah persegi kecil dengan sisi ¢ sama dengan luas persegi
besar dengan sisi a + b dikurangi 4 kali luas daerah segitiga siku-siku.

Secara aljabar dapat kita selesaikan menjadi,
c’=(a+b)? - 4luas daerah segitiga
¢® =a’ +2ab+b’ - 4% alas x tinggi
¢’ =a’ +2ab+b’ —4%ab
¢’ =a’+2ab+b* -2ab
c* =a’ +b” terbukti (c sisi miring, a dan b sisi siku-siku segitiga)
Titik
Pada bagian pendahuluan telah disinggung bahwa titik, garis, dan
bidang adalah unsur-unsur yang tidak didefinisikan. Unsur-unsur
sederhana yang mudah dipahami tetapi menjadi blunder (berbelit)
apabila kita mencoba membuat definisinya. Sehingga para akhli
geometri mengelompokan konsep titik, garis, dan bidang ke dalam
kelompok unsur yang tidak didefinisikan atau disebut pengertian
pangkal.

Dalam geometri, titik adalah konsep abstrak yang tidak berwujud
atau tidak berbentuk, tidak mempunyai ukuran, tidak mempunyai
berat, atau tidak mempunyai panjang, lebar, atau tinggi. Titik adalah
ide atau gagasan abstrak yang hanya ada dalam benak orang yang
memikirkannya.

PENDAHULUAN
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Untuk melukiskan atau menggambarkan titik diperlukan simbol
atau model. Gambar simbol atau model untuk titik digunakan noktah
seperti di bawah ini,

Gambar 1.2. Simbol Untuk Titik

Gambar atau model sebuah titik biasanya diberi nama. Nama
untuk sebuah titik umumnya menggunakan huruf kapital yang
diletakan dekat titik tersebut, misalnya seperti contoh di bawah ini
adalah titik A, titik P, dan titik Z.

A P Z
Gambar 1.3. Nama Dari Sebuah Titik

Melukis atau menggambar sebuah titik dapat menggunakan
ujung benda, misalnya dengan ujung pinsil, pena, jangka, atau kapur
yang ditekan pada bidang tulis atau permukaan kertas atau papan
tulis. Apabila anda menekankan ujung pinsil pada permukaan kertas
maka noktah hitam yang membekas pada permukaan kertas tersebut
adalah titik.

Gambar atau model titik dapat pula diperoleh dengan cara
menggambar bagian-bagian benda. Misalnya menggambar bagian
dari penggaris dengan cara meletakan sebuah penggaris pada papan
tulis kemudian gambar sebuah titik pada sisi penggaris dengan cara
menekankan kapur ke papan tulis dan kemudian angkat penggaris
tersebut. Kita dapat melihat bahwa pada papan tulis terdapat noktah

hasil goresan ujung kapur terhadap papan tulis, dan goresan itu
adalah titik.

Garis

Garis adalah konsep yang tidak dapat dijelaskan dengan menggunakan
kata-kata sederhana atau kalimat simpel. Karenanya garis juga
dikelompokan ke dalam unsur yang tidak didefiniskan. Garis adalah
ide atau gagasan abstrak yang bentuknya lurus, memanjang ke dua
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arah, tidak terbatas atau tidak bertitik akhir, dan tidak tebal. Garis
adalah ide atau gagasan yang hanya ada dalam benak pikiran orang
yang memikirkannya. Mengambar model garis dapat dilakukan
dengan membuat goresan alat tulis pada bidang tulis, kertas, atau
papan tulis dengan bentuk yang lurus. Atau model garis dapat
dibuat dengan menggambar bagian sisi benda yang lurus, misalnya
menggambar salah satu sisi penggaris kayu. Berikut adalah model
garis yang diperoleh dari hasil menggambar salah satu bagian sisi
penggaris dengan memberi tanda anak panah pada kedua ujungnya
yang menandakan bahwa garis tersebut memanjang kedua arah tidak
mempunyai titik akhir.

Menamai sebuah garis dapat dilakukan dengan menggunakan
dua cara. Pertama dengan sebuah hurup kecil pada salah satu ujung
garis. Kedua menggunakan dua hurup besar yang diletakan pada dua
titik pada garis tersebut. Di bawah ini adalah dua cara memberi nama
terhadap garis.

L A

Gambar 1.4. Cara Pemberian Nama Terhadap Garis.

Garis yang paling kiri adalah garis £ dan yang sebelah kanan
adalah garis AB. Notasi untuk menyatakan garis AB ditulis dengan
AB. Garis disebut juga sebagai unsur geometri satu dimensi. Karena
garis adalah konsep yang hanya memiliki unsur panjang saja (linier).

Bidang

Bidang adalah unsur lain dalam geometri yang tidak dapat dijelaskan
menggunakan kata-kata sederhana atau kalimat simpel seperti
halnya titik dan garis. Apabila kita mencoba membuat definisi bidang
maka akan berbelit atau blunder. Oleh karena itu seperti titik dan

PENDAHULUAN
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garis, bidang juga dimasukan ke dalam kelompok unsur yang tidak
didefinisikan.

Bidang adalah ide atau gagasan abstrak yang hanya ada dalam
benak pikiran orang yang memikirkannya. Bidang diartikan sebagai
permukaan yang rata, meluas ke segala arah dengan tidak terbatas, dan
tidak memiliki tebal. Bidang masuk ke dalam bangun dua dimensi,
karena bidang dibentuk oleh dua unsur yaitu panjang dan lebar.

Model bidang dapat digambarkan oleh bagian dari benda,
misalnya bagian permukaan kaca, permukaan daun pintu, lembaran
kertas, atau dinding tembok kelas yang rata. Atau bidang dapat
diperoleh dengan cara mengiris tipis-tipis permukaan benda sehingga
diperoleh lembaran-lembaran tipis, misalnya bagian salah satu sisi
balok diiris-iris menjadi bagian-bagian yang tipis. Bagian-bagian
tersebut adalah model-model bidang.

Di bawah ini adalah gambar atau model dari bidang.

Gambar 1.5. Sebuah Bidang

Memberi nama sebuah bidang dapat menggunakan sebuah hurup
kecil atau hurup-hurup Yunani seperti o (alpa), p (beta), y (gamma)
yang diletakan di daerah dalam bidang tersebut. Atau menggunakan
hurup-hurup besar yang disimpan di titik-titik sudut bidang tersebut.
Berikut adalah cara memberi nama sebuah bidang.
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Gambar 1.6. Pemberian Nama Dari Sebuah Bidang

Ruang

Seperti halnya titik, garis, dan bidang, ruang juga adalah ide atau
gagasan abstrak yang hanya ada dalam benak pikiran orang yang
mempersoalkannya. Ruang diartikan sebagai unsur geometri yang
memiliki panjang, lebar, dan tinggi yang terus mengembang tidak
terbatas. Ketiga unsur pembentuk ruang tersebut terus berkembang
tanpa batas.

Oleh karenanya ruang disebut sebagai bangun tiga dimensi karena
memiliki tiga unsur yaitu panjang, lebar, dan tinggi. = Ruang dapat
diilustrasikan sebagai balon yang ditiup terus mengembang tanpa
pecah. Balon yang mengembang tersebut dibentuk oleh titik-titik
pada balon dan udara sebagai titik-titik di dalam balon. Sehingga
ruang digambarkan sebagai balon yang terus mengembang tanpa
pecah dengan titik-titik pada balon dan titik-titik di dalam balon
yang kesemua titik-titik itu mengembang tanpa berhenti. Atas dasar
itu ruang didefinisikan sebagai kumpulan dari titik-titik.

Selain ruang dapat diilustrasikan sebagai balon yang ditiup dan
terus mengembang tanpa batas seperti di atas, ruang juga dapat
digambarkan sebagai gabungan dari permukaan tertutup sederhana
dengan daerah dalamnya dan dengan kumpulan titik-titik di bagian
luar permukaan tertutup sederhana tersebut. Permukaan tertutup
sederhana di analogikan sebagai kulit balon yang sudah ditiup.
Sedangkan daerah dalam adalah udara yang mengisi balon tersebut.

PENDAHULUAN
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Ruang dapat dibuatkan modelnya. Model bangun ruang adalah
benda tiga dimensi yang solid atau padat yang mencerminkan
berkumpulnya titik-titik. Misalnya balok atau kubus kayu, prisma
segitiga padat dan sebagainya. Piramida tempat penguburan mayat
raja-raja Mesir jaman dulu salah satu contoh model bangun ruang.
Akan tetapi kita dapat membuat model-model bangun ruang yang
bagian dalamnya kosong, misalnya kardus bekas bungkus kulkas,
bekas bungkus mesin cuci, bekas bungkus TV dan sebagainya.
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KEDUDUKAN TITIK,
GARIS, DAN BIDANG
DALAM RUANG

A. Kedudukan Titik terhadap Garis

Kedudukan titik terhadap garis hanya ada 2 kemungkinan, yaitu:

1. Sebuah titik dikatakan terletak pada garis, jika titik itu dilalui
garis tersebut

A

- P .
* L L E

Gambar 2.1. Titik Terletak Pada Garis

2. Sebuah titik dikatakan berada diluar garis, jika titik itu tidak
dilalui garis tersebut

o)

Gambar 2.2. Titik Terletak Diluar Garis

n




Contoh:
Titik A terletak pada garis g dan diluar garis €

£
Gambar 2.3. Tiitik Terletak Pada Garis g Dan Diluar Garis ¢
B. Kedudukan Titik terhadap Bidang

1. Titik dikatakan terletak pada bidang, jika titik itu dilalui bidang
tersebut

Oy

Gambar 2. 4. Titik Terletak Pada Bidang

2. Titik dikatakan berada diluar bidang, jika titik itu tidak dilalui
bidang tersebut

QA

Gambar 2.5. Titik Terleletak Diluar Bidang
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C. Kedudukan Garis terhadap Garis Lain

Dua Garis berpotongan

Dua buah garis dikatakan berpotongan, jika kedua garis tersebut
terletak pada bidang yang sama dan mempunyai satu titik persekutuan

atau titik potong.

/>

Gambar 2.6. Garis g dan h terletak pada bidang yang sama

Dua Garis yang Sejajar
Dua buah garis dikatakan sejajar, jika kedua garis terletak pada bidang
yang sama dan tidak mempunyai titik persekutuan.

Gambar 2.7. Garis g dan h Terletak Pada Bidang Yang Sama

Dalil-dalil tentang Dua Garis sejajar
o Dalil I:

Jika garis k sejajar dengan garis | dan garis | sejajar dengan garis m,
maka garis k sejajar dengan garis m.
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o Dalil IT:

[ika garis k sejajar garis h dan memotong garis g, garis | sejajar garis h
dan juga memotong garis g, maka garis-garis k, I, dan g terletak pada
sebuah bidang.

Gambar 2.8. Garis k, |, dan g Terletak Pada Sebuah Bidang

o Dalil III:

[ika garis k sejajar garis | dan garis | menembus bidang o, maka garis
k juga menembus bidang o

Dua Garis yang bersilangan

Dua buah garis dikatakan bersilangan, jika kedua garis tidak terletak
pada bidang yang sama atau dua buah garis dikatakan bersilangan,
jika tidak dapat dibuat sebuah bidang yang melalui kedua garis itu.

o Garis g terletak pada bidang V dan garis h terletak pada bidang W
o Jika bidang W diperluas melalui garis g akan memotong garis h di Q
« Jikabidang W diperluas melalui garis h akan memotong garis g di P

D. Kedudukan Garis terhadap Bidang

Kedudukan garis terhadap bidang kemungkinannya adalah garis
terletak pada bidang, sejajar padabidang, atau memotong (menembus)

bidang.
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Garis memotong atau menembus bidang

Garis dikatakan menembus (memotong) bidang jika garis dan bidang
hanya mempunyai satu titik persekutuan. Titik persekutuan tersebut
disebut titik potong atau titik tembus.

Titik P disebut titik potong antara garis g dan bidang V atau titik
P terletak pada garis g dan bidang V.

/
77

Gambar 2.9. Bidang V Memotong Garis g Di Titik P

Garis terletak pada Bidang

Jika garis dan bidang mempunyai sekurang-kurangnya dua titik
persekutuan, maka garis tersebut terletak pada bidang itu.

A B E
P —

Gambar 2.10. Garis g Terletak Pada Bidang V Dan Bidang V Melalui Garis g
Garis sejajar Bidang

Jika garis dan bidang tidak mempunyai titik persekutuan, maka garis
tersebut sejajar dengan bidang.
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Gambar 2.11. Garis Sejajar Bidang

Dalil-dalil tentang Garis sejajar Bidang
o Dalill:

[ika garis g sejajar dengan garis h dan garis h terletak pada bidang o,
maka garis g sejajar dengan bidang o.

T

h

o

Gambar 2.12. Garis g Sejajar Dengan Bidang a

o Dalilll

[ika bidang o melalui garis g dan garis g sejajar terhadap bidang B,
maka garis potong antara bidang o dengan bidang B akan sejajar
terhadap garis g.

g

(o.f)

Gambar 2.13. Bidang o Dan { Sejajar Terhadap Garis g
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E. Kedudukan Bidang terhadap Bidang

Kedudukan dua bidang hanya ada 3 kemungkinan, yaitu sejajar,
berimpit dan berpotongan.

Dua bidang yang sejajar.
Dua buah bidang dikatakan sejajar apabila kedua bidang itu tidak
mempunyai titik persekutuan.

Gambar 2.14. Dua Bidang Yang Sejajar

Dalil-dalil tentang Dua bidang Sejajar
o Dalill:

Jika garis a sejajar garis g dan garis b sejajar garis h, garis a dan garis
b berpotongan terletak pada bidang o, garis g dan garis h berpotongan
terletak pada bidang B, maka bidang a sejajar dengan bidang B.

/7
/>

Gambar 2.15. Bidang o Sejajar Dengan Bidang 3
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o Dalilll
Jika bidang a sejajar bidang B dan dipotong oleh bidang y, maka garis
potong (ovy) sejajar garis potong (B,y).

o Dalil IIL:

Jika garis g menembus bidang o dan bidang o sejajar bidang B, maka
garis g juga menembus bidang B.

o Dalil IV:

Jika garis g sejajar bidang o dan bidang a sejajar bidang B, maka garis

g juga sejajar bidang B.

P
/ / Bidang o
/ / Bidang B
Gambar 2.16. Garis g Sejajar Bidang [3

o DalilV:

Jika garis g terletak pada bidang o dan bidang a sejajar bidang B,
maka garis g sejajar bidang B.

[ )

Gambar 2.17. Garis g Sejajar Bidang 3
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F. Soal-soal Latihan

1. Amatilah Kubus ABCD EFGH berikut ini:

H, G

Tentukanlah:

a. Rusuk-rusuk kubus yang berpotongan dengan garis g

b. Rusuk-rusuk kubus yang sejajar dengan garis g

c.  Rusuk-rusuk kubus yang tidak berpotongan dan tidak sejajar
dengan garis g

2. Amatilah Kubus ABCD EFGH berikut ini:

H G

D SR C

Tentukanlah:
a. Rusuk-rusuk yang menembus bidang ABCD
Rusuk-rusuk yang sejajar bidang BCGF

b
c. Rusuk-rusuk yang berpotongan dengan garis AG
d. Garis yang sejajar dengan garis AH

e

Garis yang bersilangan dengan EG
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3. Amatilah kubus ABCD EFGH berikut ini:

H G

Tentukanlah:
a. Garis-garis yang berpotongan dengan AC
b.  Garis-garis yang bersilangan dengan EH

4. Diketahui kubus ABCD EFGH. Jika titik I dan titik J berturut-
turut adalah titik-titik tengah GH dan EE carilah pasangan-
pasangan yang menunjukkan kedudukan hubungan keduanya

Dua garis yang sejajar

Dua garis yang berpotongan

Dua garis yang berpotongan tegak lurus
Dua garis yang bersilangan

a
b
c.
d
e. Dua garis yang bersilangan tegak lurus
f.  Dua bidang yang sejajar

g. Dua bidang yang berpotongan

h

Dua bidang yang berpotongan tegak lurus

5. Diketahui sebuah Limas T.ABCD dengan ABCD bujur sangkar,
Jika TC L ABCD, selidikilah apakah pernyataan berikut benar
atau salah

a. TD L BC

b. TA 1L BD

c. TBLCD

d. TC L BD

e. TB berpotongan AD

f.  TA bersilangan CD

g. Bidang ABCD L bidang TCD
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BAB Ll

MENENTUKAN JARAK
DALAM RUANG

A. Jarak Titik ke Titik

Jarak antara dua titik adalah panjang ruas garis yang menghubungkan
kedua titik tersebut.

-

-+

B
A
Gambar 3.1. Jarak antara titik A dan titik B adalah panjang ruas garis AB.

Soal Latihan:
1. Amatilah kubus ABCD EFGH berikut ini:

---------------------

Jika rusuk kubus ABCD EFGH diatas adalah 6 cm, maka
tentukanlah:

2]




a. Jaraktitik A dan B
b. TJarak titik A dan C
c. Jaraktitik A dan G

B. Jarak antara Titik dengan Garis

Jarak antara titik dengan garis adalah panjang ruas garis yang ditarik
dari titik tersebut yang tegak lurus terhadap garis itu.

P g
A
Gambar 3.2. Jarak Antara Titik A Dengan Garis g Adalah Panjang
Ruas Garis AP.

Soal Latihan

1. Amatilah kubus ABCD EFGH berikut ini

H . 5 G
E .
¥
e P o===—> C
A B
Jika kubus ABCD EFGH diatas memiliki rusuk 6 cm

Hitunglah:
a. jarak antara titik A ke BD

b. jarak antara titik A ke E
c. jarak antara titik A ke HFE
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C. Jarak antara Titik ke Bidang

Jarak antara titik dengan bidang adalah panjang ruas garis yang
ditarik dari titik tersebut yang tegak lurus bidang itu.

2

P

Gambar 3.3. Jarak antara titik A dan bidang V adalah panjang ruas garis AP.

D. Jarak antara Garis dengan Bidang

Jarak antara garis dan bidang adalah panjang ruas garis yang ditarik
dari titik sebarang yang terletak pada garis tersebut yang tegak lurus

e

Gambar 3.4. Jarak Antara Garis g Dengan Bidang V Adalah Panjang Ruas
Garis AB. Jika AB tegak lurus bidang V dan g // V, maka AB tegak lurus garis g.

bidang.

E. Jarak antara Bidang dengan Bidang

Jarak antara bidang dengan bidang adalah panjang ruas garis yang
tegak lurus bidang tersebut.
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Gambar 3.5. Jarak Antara Bidang V Dengan Bidang W Adalah Panjang Ruas
Garis AB. Jika AB Tegak Lurus W dan V Sejajar W, Maka AB Juga Tegak Lurus V.

F. Jarak antara Garis dengan Garis

1. Jarak antara Garis dengan Garis yang sejajar
Jarak antara garis dengan garis yang sejajar adalah panjang ruas
garis yang berpotongan dan tegak lurus kedua garis tersebut.

E

A

B

Gambar 3.6. Jarak antara garis g dan garis | adalah panjang ruas garis AB.

2. Jarak antara Garis dengan Garis yang bersilangan
Untuk menentukan jarak antara garis dengan garis yang
bersilangan dapat menggunakan langkah-langkah sebagai
berikut:
Gambar bidang yang melalui garis yang satu dan sejajar garis
yang lain, maka jarak antara garis yang bersilangan sama dengan
jarak antara bidang tersebut dengan garis yang sejajar itu.
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Gambar 3.7. Jikal Dan g Bersilangan, Bidang V Melalui g Dan Sejajar
1, Maka Jarak Antaral Dan g Sama Dengan Jarak Antara Bidang V Dan
Garis 1.

G. Soal Latihan

1. Diketahui kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 4 cm. Titik
P dan Q berturut-turut terletak ditengah-tengah garis AB dan
BC.

H G
5% F
D N c
! B = Q
A B

Hitunglah jarak antara:

a. Titik P ke titik Q

b. Titik P ke titik H

c. Titik G ke garis PH

d. Titik B ke bidang ACF

2. Diketahui panjang rusuk ABCD EFGH adalah 6 cm. Titik R
terletak ditengah-tengah CG dan titik K terletak ditengah-tengah
AE.
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Tentukanlah jarak antara bidang KFH dengan bidang RBD?

3. Diketahui kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 5 cm. Titik
P adalah pertengahan rusuk CG

G

Hitunglah jarak:
a. titik A ke titik B
b. titik A ke titik C
c. titik A ke titik D
d. titik A ke titik G
e. titik A ke titik P
f.  titik B ke titik P

4. Dengan menggunakan kubus ABCD EFGH seperti pada soal no
3 sebelumnya, hitunglah jarak:
a. titik A ke garis BC
b. titik A ke garis FG
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c. titik C ke garis FH
d. titik P ke garis CD
e. titik P ke garis BF
t.  titik P ke garis BD

Diketahui balok ABCD EFGH dengan AB =10 cm, AD =8 cm,
dan AE = 6 cm. Titik O adalah titik potong diagonal-diagonal
bidang alas AC dan BD.

H G
T
E : i F

Y A N

i N Sy c

————— —’10- h

A B

Hitunglah jarak:
a. titik A ke bidang BCGF d. titik O ke bidang BCGF
b. titik A ke bidang CDHG e. titik O kebidang EFGH
c. titik O ke bidang ABFE f. titik A ke bidang EFGH

Diketahui sebuah balok ABCD EFGH dengan panjang rusuk
AB =5 cm, BC =4 cm dan AE = 3 cm. Hitunglah:

a. Jarak antara garis AE dan bidang BCGF
b. Jarak antara bidang ABCD dan bidang EFGH

Diketahui sebuah kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 6
cm. Gambar dan hitunglah jarak antara:

a. garis AE dan garis BF

b. garis AE dan garis CG

c. garis AE dan garis GH

d. garis AE dan garis BH
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8. Diketahui panjang rusuk kubus ABCD EFGH pada gambar
adalah 8 cm. Jika titik P adalah titik perpotongan garis AC dan
garis BD, maka tentukanlah jarak titik G dan P?

9. Diketahui panjang rusuk kubus ABCD EFGH adalah 6 cm.
Tentukanlah jarak titik B ke diagonal ruang AG

H G
i P
*;
] ‘J
E : E’
i L4
#
\ Fd
| #,
! Lt
1 Y
D: PEAERN c
— .
& *
s Y
# A
4 L
\l
A B
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BAB IV

MENENTUKAN SUDUT
DALAM RUANG

alam Bab sebelumnya telah kita bahas bagaimana cara mengukur
D jarak dalam ruang. Dalam bab ini akan kita pelajari bagaimana
cara mengukur (menggambar dan menghitung) besaran sudut dalam
ruang. Sudut-sudut dalam ruang dapat dibentuk oleh 2 unsur ruang
yaitu
o garis dengan garis
o  garis dengan bidang
« bidang dan bidang

A. Sudut antara Garis dan Garis

Kita masih ingat bahwa kedudukan garis g dan garis h dalam ruang

dapat berpotongan, berimpit, sejajar atau bersilangan. Berdasarkan

kedudukan garis g dan h dalam ruang itu, dapat diamati fakta-fakta

sebagai berikut:

o Dalam hal garis g berimpit dengan garis h atau garis g sejajar
garis h, maka sudut yang dibentuk oleh kedua garis itu sama
dengan nol
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o Dalam hal garis g berpotongan dengan garis h atau garis g
bersilangan dengan garis h, maka terdapat sudut yang dibentuk
oleh kedua garis itu.

Sekarang yang menjadi masalah adalah bagaimana cara
menentukan besar sudut antara dua garis yang berpotongan dan
sudut antara dua garis yang bersilangan.

Sudut antara Dua garis berpotongan

Misalkan garis g dan garis h berpotongan di titik P sehingga kedua

garis itu terletak pada sebuah bidang a. Sudut antara garis g dan garis

h yang berpotongan dapat igambarkan melalui langkah-langkah

sebagai berikut:

o Ambil sebarang titik A pada garis g dan sebarang titik B pada
garis h

o Besar sudut APB ditetapkan sebagai ukuran sudut antara garis g
dan garis h yang berpotongan

Proses menentukan sudut antara garis g dan garis h yang
berpotongan itu dapat divisualisasikan dengan gambar ruang
sebagaimana diperlihatkan pada gambar berikut ini

Gambar 4.1. Sudut Antara Dua Garis Berpotongan

Sudut antara Dua Garis yang bersilangan

Besar sudut antara dua garis yang bersilangan dapat ditentukan
dengan menggunakan pertolongan sifat sudut dalam geometri bidang
datar. Sifat yang dimaksud dikemukakan sebagai berikut:
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Dua buah sudut dikatakan sama besar, jika kaki-kaki kedua sudut itu
sejajar dan searah.

Misalkan diketahui garis g dan garis h bersilangan. Garis g
menembus bidang a di P dan garis h terletak pada bidang a. Sudut
antara garis g dan garis h yang bersilangan itu dapat digambarkan
melalui langkah-langkah sebagai berikut:

o Ambil sebarang titik O pada bidang a
o Melalui titik O, buatlah garis g sejajar dengan garis g dan garis h”

sejajar dengan garis h
o Sudut yang dibentuk oleh garis g” dan garis h” ditetapkan sebagai

ukuran besar sudut antara garis g dan garis h yang bersilangan.

Dalam menggambarkan sudut antara garis g dan garis h yang
bersilangan, lebih praktis apabila titik O diambil pada salah satu garis
(garis g atau garis h).

1. Misalkan titik O diambil pada garis g ( titik O diambil tepat

berimpit dengan titik P)

«  Melalui titik O, buatlah garis h” yang sejajar dengan garis h

o Sudut yang dibentuk oleh garis g dan garis h” merupakan

ukuran besar sudut antara garis g dan garis h yang
bersilangan. Hal ini dapat diperlihatkan pada gambar a)
2. Misalkan titik O diambil pada garis h

o Melalui titik O, buatlah garis g” yang sejajar dengan garis g

o Sudut yang dibentuk oleh garis g” dan garis h’ merupakan

ukuran besar sudutantara garis g dan garish yangbersilangan.

Soal Latihan

1. Diketahui sebuah kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 4
cm. Hitunglah besar sudut antara:
a. garis DE dan garis HF
b. garis AH dan garis BF
c. garis DE dan garis BG
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2. Kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk AB = 8 cm. Hitunglah
besar sudutantara:
a. garis AD dan garis BG
b. garis AH dan garis CF
c. garis AH dan garis DC
d. garis AH dan garis DF

B. Sudut antara Garis dan Bidang

Kita ingat bahwa kedudukan antara garis dan bidang dalam ruang
kemungkinannya adalah:

o  garis terletak pada bidang

o  garis sejajar bidang

o  garis memotong atau menembus bidang

Dalam hal garis terletak pada bidang atau garis sejajar bidang,
dapatkah anda menentukan besarnya sudut antara garis dan bidang itu?
Jika sebuah garis memotong atau menembus bidang, maka
terdapat ukuran sudut yang dibentuk oleh garis dan bidang itu.
Misalkan bahwa garis g memotong bidang a di titik tembus P. Sudut
antara garis g dan bidang o yang berpotongan dapat ditentukan
melalui langkah-langkah sebagai berikut:
o Ambil sebarang titik Q pada garis g
o Melalui titik Q, buatlah garis h yang tegak lurus terhadap bidang
a. Garis h ini menembus bidang a di titik Q”
o Sudut QPQ” ditetapkan sebagai ukuran besar sudut antara garis
g dan bidang a yang berpotongan.

Berdasarkan penjelasan diatas, sudut antara garis dan bidang
yang berpotongan dapat didefenisikan sebagai berikut:

Sudut antara garis g dan bidang a adalah sudut lancip yang dibentuk
oleh garis g dengan proyeksinya pada bidang a

Sebagai contoh aplikasi bagaimana cara menentukan ukuran
sudut ruang yang dibentuk oleh garis dan bidang yang berpotongan,
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simaklah ilustrasi berikut ini: Kubus ABCD EFGH pada gambar
dibawabh ini, garis diagonal ruang BH memotong bidang alas ABCD.
Sudut antara garis BH dengan bidang alas ABCD atau £ (BH, bidang
ABCD) ditentukan oleh sudut yang dibentuk oleh garis BH dan garis
BD (yaitu £ DBH), sebab garis BD merupakan proyeksi dari garis
BH pada bidang alas ABCD

H G
|
E 1
» F
: \
AY
| \
1 \
10 ) T W S
’I#‘s \\. ¢
“*-_}
A B

Gambar 4.2. Sudut Antara Garis Dan Bidang
Contoh 1I:
Kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 6 cm
1. Hitunglah besar £ (AH, bidang ABCD)
2. Jika sudut antara diagonal ruang AG dengan bidang alas ABCD

adalah a, hitunglah: H o
a. sina i
b. cosa E ’.-’ E -
c. Tana I

Jawab: :: i

1. Z(AH,bidang ABCD) = ZDAH, |/ 27D c
yaitu sudut yang dibentuk oleh !

garis AH dan garis AD, AADH A B
adalah segitiga siku-siku sama kaki sehingga Z DAH = 45°
Jadi besar £ (AH, bidang ABCD ) = 45°
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2. Z(AG, bidang ABCD) = £ CAG, yaitu sudut yang dibentuk
oleh garis AG dan garis AC, sebab AC adalah proyeksi AG pada
bidang ABCD (perhatikan gambar dibawah ini).

AACG merupakan segitiga siku-siku di C dengan AC = 62
cm, AG = 64/3 cm dan CG = 6 cm.

Dengan mengambil sinus, kosinus, dan tangen sudut a pada
AACG, diperoleh:

1 sina:—:—:izlﬁ
G 643 43 3
2 cosonz_C:6 2:£:1\/6
AG 63 3 3
3 tana:E: 6 _L:lﬁ
AC 62 2 2
H G
E !
| #
1 JE‘
i s
| ’I
D
N e
a7 =T
f} '.ﬂ'
4'4-""'-
A E
Contoh 2:

Bidang alas dari limas T.ABCD berbentuk persegi panjang dengan
AB=12cm,AD=5cm,danTA=TB=TC=TD =7 cm

1. Hitunglah panjang AC dan tinggi limas TO
2. Hitunglah sin £ (TA, bidang alas ABCD)
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Jawab:

1. Panjang AC = \(4B)" +(BC)’
= Y12)* +(5)°
=169 =13

Tinggi Limas TO = _f(1c)*~(0C)?

= V() =69’
=675 = %ﬁ

2. Sudut antara rusuk TA dengan bidang alas ABCD adalah, sebab

proyeksi TA pada bidang alas ABCD adalah AO, £LTAO adalah
segitia siku-siku di O, sehingga:

. TO
sin S T40= —
TA
3

-3

sin /TA4O = 2
3

N
14

Jadi, sin £ (T4, bidang alas ABCD) = % /3

Soal Latihan

1. Diketahui kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 8 cm
a. Lukis sudut antara BH dan bidang ABCD
b. Hitung besar sudutnya

2. Diketahui kubus ABCD EFGH, dengan panjang rusuk a cm.
Tentukan besar sudut antara:
a. garis EC dan bidang ABCD
b. garis FM dan bidang ABCD, dengan titik M adalah perte-
ngahan bidang ABCD
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3. Diketahui kubus ABCD EFGH dengan AB = 12 cm. Titik M
terletak pada perpotongan diagonal bidang alas. Tentukan besar
sudut antara garis MH dan bidang ADHE serta garis BH dan
bidang ADHE

S W S

-

A B

4. Diketahui sebuah limas segi empat beraturan T.ABCD dengan
AB = BC = 6 cm. Bidang o melalui titik B dan tegak lurus pada
garis TD. Bidang itu membagi garis TD sama panjang.

a. Buktikan bahwa rusuk-rusuk tegak limas itu membentuk
sudut 60° dengan bidang alasnya
b. Hitunglah luas bidang a

C. Sudut antara Bidang dengan Bidang

Kita ingat kembali kedudukan dua bidang dalam ruang
kemungkinannya adalah:
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o duabidang berimpit
o dua bidang sejajar
o dua bidang berpotongan

Jika dua bidang berimpit atau dua bidang sejajar, maka sudut yang
dibentuk oleh dua bidang yang berimpit atau bidang yang sejajar itu
sama dengan nol. Tetapi jika dua bidang berpotongan, maka terdapat
ukuran sudu yang dibentuk oleh dua bidang yang berpotongan itu.

Misalkan bahwa bidang a dan bidang  berpotongan pada garis
potong (a, ). Sudut antara bidang a dan bidang  yang berpotongan
dapat ditentukan melalui langkah-langkah sebagai berikut:

o Ambil sebarang titik P pada garis potong (a, )
o Melalui titik P buatlah garis PQ pada bidang a dan garis PR pada
bidang B yang masing-masing tegak lurus terhadap garis potong

(o, B)

o Sudut QPR ditetapkan sebagai ukuran sudut antara bidang o dan
bidang [ yang berpotongan.

Perhatikan bahwa sudut QPR merupakan sudut yang dibentuk
oleh perpotongan garis PQ dengan garis PR. Proses menentukan
sudut antara bidang o dan bidang [ yang berpotongan itu dapat
divisualisasikan dengan gambar ruang sebagaimana diperlihatkan
pada gambar berikut ini:

Berdasarkan penjelasan diatas, sudut antara dua bidang yang
berpotongan dapat didefenisikan sebagai berikut:

Sudut antara dua bidang yang berpotongan adalah sudut yang

dibentuk oleh dua garis yang berpotongan (sebuah garis pada bidang
pertama dan sebuah garis lagi pada bidang yang kedua), garis-garis itu

tegak lurus terhadap garis potong antara kedua bidang tersebut.

Dalam menentukan sudut antara bidang a dan bidang p (bidang
a dan bidang [ berpotongan) yang telah dibicarakan diatas, ada
beberap istilah dan ketentuan yang perlu dipahami. Beberapa istilah
dan ketentuan itu diantaranya adalah:
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o Sudut QPR yang menyatakan ukuran sudut antara bidang a dan
bidang B yang berpotongan dinamakan sebagai sudut tumpuan.
Bidang PQRS yang memuat sudut tumpuan dinamakan sebagai
bidang tumpuan

o Jika a mewakili bidang ABC dan  mewakili bidang BCD, maka
sudut tumpuan antara kedua bidang itu dituliskan sebagai £A4
(BC)D atau ZA4, BC, D.

o  Jika besar sudut antara bidang a dan bidang [ yang berpotongan
itu sama dengan 90, maka dikatakan bidang a tegak lurus bidang
B dan sebaliknya atau kedua bidang saling tegak lurus sesamanya

o Jika sudut antara dua bidang yang berpotongan itu bukan
sudut istimewa, maka yang dihitung cukup nilai perbandingan
trigonometri (sin, cos, atau tan) dari sudut itu

o Rumus-rumus perbandingan trigonometri dan hubungan
teorema pythagoras sering digunakan sebagai pertolongan untuk
menentukan besar sudut antara dua bidang yang berpotongan

itu.

Sebagai contoh bagaimana cara menentukan ukuran sudut ruang
yang dibentuk oleh dua bidang yang berpotongan, simaklah ilustrasi
berikut ini:
1. Kubus ABCD EFGH pada gambar dibawah ini, bidang diagonal
ABGH dan bidang alas ABCD berpotongan pada garis potong
AB. Sudut antara bidang ABGH dan ABCD itu ditentukan
sebagai berikut:
a. Ambil titik B pada ruas garis potong AB (titik P diambil
tepat pada titik B)

b. Melalui titik B dibuat garis BG pada bidang ABGH dan garis
BC pada bidang ABCD yang masing-masing tegak lurus
terhadap garis potong AB

c. Sudut CBG merupakan ukuran sudut yang dibentuk

oleh bidang diagonal ABGH dan bidang alas ABCD yang
berpotongan
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2. Bidangempat beraturan T.ABC pada gambar dibawah ini, bidang
sisi TAB dan bidang alas ABC berpotongan pada garis potong
AB. Sudut antara bidang TAB dan bidang ABC itu ditentukan
sebagai berikut:

a. Ambil titik P pada garis potong AB dan titik P ditetapkan
pada titik tengah ruas garis AB

b. Melalui titik P dibuat garis TP pada bidang TAB dan garis CP
pada bidang ABC yang masing-masing tegak lurus terhadap
garis potong AB

c.  Sudut CPT merupakan ukuran sudut yang dibentuk oleh
bidang sisi TAB dengan bidang alas ABC yang berpotongan

Agar lebih memahami dan terampil dalam menggambar dan
menghitung sudut ruang yang dibentuk oleh dua buah bidang yang
berpotongan, simaklah contoh berikut ini:

Contoh 1:
Kubus ABCD EFGH dengan panjang rusuk 10 cm

1. Hitunglah besar sudut antara bidang ADGF dengan bidang
ABCD

2. Titik-titik P dan Q berturut-turut adalah titik tengah rusuk tegak
BF dan CG, hitunglah sinus sudut antara bidang EPQH dan
bidang EFGH.

Jawab:

1. Perhatikan gambar diatas. Sudut antara bidang ADGF dengan
bidang alas ABCD adalah ZBAF atau ZCDG . Mengapa?
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Besar ZBAF =45° sebab AF merupakan diagonal sisi ABFE.
Jadi besar sudut antara bidang ADGF dengan bidang ABCD
sama dengan 45°

2. Perhatikan gambar dibawah ini. Sudut antara bidang EPQH dan

bidang EFGH adalah ZFEP atau ZGHQ . Mengapa?
AFEP siku-siku di F, EF = 10 cm, PF = 19 = 5 cm, sehingga:

2
EP=./(EFY +|FPY
= J10F +(5F
=55
Nilai Sinus S/FEP -
Sinus SFE =E
EP
-2 15
5.5 3

Jadi, sinus sudut antara bidang EPQH dan bidang EFGH sama
dengan 1 J5-
5
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BAB V

PROYEKSI DALAM RUANG

Pada tepat tengah siang hari, sinar matahari tepat berada diatas
kita. Hal ini berarti sinar matahari membentuk sudut 90° terhadap
permukaan bumi.

Perhatikan gambar dibawah ini:

N~ S

o P-
NNNONONON N N N NN NN

Gambar 5.1. Sinar Matahari Membentuk 90° Terhadap Permukaan Bumi

Misalkan permukaan bumi digambar sebagai garis L. Sebuah
tongkat OP diletakkan diatas permukaan tanah. Salah satu ujung
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tongkat yaitu titik O menyentuh permukaan tanah. Sinar matahari
menyebabkan bayangan ujung tongkat titik P adalah titik P “ dengan
PP” adalah garis yang tegak lurus garis L. Titik P disebut proyeksi
dari titik P terhadap garis L. Lebih luas, OP” adalah proyeksi dari OP
terhadap garis L.

A. Proyeksi Titik pada Garis

Proyeksi titik P pada garis q adalah titik P” digaris q sehingga ruas
PP” 1 q

*r
o
\

Gambar 5.2. Proyeksi Titik Pada Garis

B. Proyeksi Titik pada Bidang

Proyeksi titik P pada o adalah titik tembus garis yang tegak lurus dari
p pada bidang a .

=]

o-----—----®

o

Gambar 5.3. Proyeksi Titik Pada Bidang a

Perhatikan balok ABCD EFGH pada gambar berikut ini:
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Gambar 5.4. Balok ABCD.EFGH

« Ruas BF diperpanjang menjadi garis BF dan daerah persegi
panjang ABCD diperluas menjadi bidang A’B"C”D”

o Apabila kita ambil titik P sembarang pada garis ﬁ, maka
proyeksi titik P pada bidang ABCD adalah titik B. Demikian pula
untuk setiap titi yang terletak pada BF, maka proyeksinya pada
bidang ABCD adalah titik B. Dikatakan bahwa BF tegak lurus
pada bidang ABCD

o Dari balok diatas dapat pula kita tarik kesimpulan bahwa
garis BF tegak lurus pada AB dan juga tegak lurus pada BF.
Sedangkan 4B dan BF berpotongan di titik B.

Dari balok tersebut dapat diamati bahwa setiap garis yang terletak
pada bidang ABCD dan melalui titik B pasti tegak lurus BF. Atau
setiap garis yang terletak pada bidang ABCD pasti tegak lurus BF.

Dari keterangan diatas dapat disimpulkan sebagai berikut:

Sebuah garis tegak lurus pada sebuah bidang apabila garis itu tegak

lurus pada dua buah garis berpotongan yang terletak pada bidang
tersebut

Jika sebuah garis tegak lurus pada sebuah bidang, maka garis itu tegak
lurus pada setiap garis yang terletak pada bidang tersebut
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C. Proyeksi Garis pada Bidang

Perhatikan gambar berikut ini

Gambar 5.5. Proyeksi Garis Pada Bidang

Misalkan titik k dan 1 adalah sebarang titik-titik pada garis g.
Proyeksi titik k dan 1 pada bidang a berturut-turut adalah k” dan
I"Kemudian dari titik k” dan I” dapat dibuat garis g". Garis g” disebut
proyeksi garis g pada bidang a.

Jika ruas garis AB tegak lurus bidang a, maka proyeksinya pada
bidang a berupa satu titik B yang terletak pada bidang a Perhatikan
gambar dibawah ini:

Gambar 5.6. Proyeksi Ruas Garis Tegak Lurus Bidang

Jika ruas garis AB tidak tegak lurus bidang o dan menembus
bidang a di titik B, maka proyeksi titik A pada bidang a adalah A” dan
proyeksi titik B pada bidang a adalah B”. Jadi proyeksi ruas garis AB
adalah A”B.
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Perhatikan gambar berikut ini:

Gambar 5.7. Proyeksi Ruas Garis Yang Memotong Bidang

Contoh 1:

Diketahui kubus ABCD EFGH. Tentukan proyeksi:
1. titik H terhadap DC

2. titik F terhadap 4D

3. titik C terhadap bidang ADHE

4. ruas garis DH terhadap bidang ABCD

5. ruas garis AF terhadap bidang ABCD

6. ruas garis EG terhadap bidang ABCD

Jawab:

A B

1. Proyeksi titik H terhadap DC adalah titik D

2. Proyeksi titik F terhadap AD adalah titik A karena DC | 4D .
AD | ABFE, maka AD tegak lurus semua garis pada ABFE,
jadi, 4D L AF atau AF L AD
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3. Proyeksi titik C terhadap ADHE adalah titik D karena
CD L ADHE

4. Proyeksi DH terhadap ABCD adalah titik D, karena
OH 1 ABCD

5. Proyeksi titik A terhadap ABCD adalah A dan proyeksi titik
F terhadap ABCD adalah B, sehingga proyeksi AF terhadap
ABCD adalah AB

6. Proyeksi titik E terhadap ABCD adalah A (karena EA | ABCD)
dan proyeksi titik G terhadap ABCD adalah titik C. Jadi proyeksi
EG terhadap ABCD adalah AC.

Soal Latihan:
1. Diketahui kubus ABCD EFGH pada gambar berikut ini

H G

L S — ===

a. Tentukan AF 1| BCHE
b. Tentukan dan Gambarlah proyeksi titik A terhadap bidang
BCHE

2. Diketahui kubus ABCD EFGH . Tentukanlah proyeksi:
a. titik C pada garis ED
b. titik E pada bidang CDHG
c. titik E pada bidang BDG
d. garis AE pada bidang BCGF
e. garis AE pada bidang ABCD
f.  garis AG pada bidang ABCD
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3. Diketahui limas segi empat beratura T.ABCD. Tentukanlah
proyeksi:
a. titik T pada bidang ABCD
b. TA pada bidang ABCD
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BAB VI

KONGRUENSI DAN
KESEBANGUNAN

A. Garis dan Sudut

Dua buah sudut dengan ukuran yang sama disebut kongruen.

Gambar 6.1. Dua Buah Sudut Yang Kongruen

Perhatikan gambar 6.1 diatas, JABC dan OODEF dikatakan
kongruen jika ukuran m(JABC = ukuran mOJDEE dan ditulis (JABC
O ODEE Salah satu contoh sudut yang kongruen adalah sudut yang
bertolak belakang, yaitu sudut yang dibentuk oleh perpotongan dua
buah segmen garis dan mempunyai besar sudut yang sama atau
kongruen.
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Dua buah sudut dikatakan sudut bertolak belakang adalah
apabila sisi- sisinya terbentuk dari dua pasang garis berarah yang
berpotongan.

Gambar 6.2. Sudut Yang Bertolak Belakang

Sudut yang bertolak belakang adalah kongruen.

Bukti: Perhatikan gambar 3.1.5, akan dibuktikan £ 1, £2 . Karena
£1dan £3 serta £2 dan £3 adalah sudut pelurus, maka
mzl+m2£3=1800...(1)

m 22 +m 23 =1800 ... )

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh
msl+ms3=ms2+ms3m<sLl+msL2=msL3-m<sL3m<sLl=
mZ£2

Jadi terbukti £1 = £2

B. Segitiga

Segitiga merupakan suatu bangun datar yang mempunyai tiga buah
sisi dan tiga buah sudut. Pada sub bab ini akan dibahas mengenai
pengertian dari segitiga, luas segitiga, dan aturan sinus.

Misalkan A, B, dan C adalah titik-titik yang tak segaris, sehingga
gabungan dari segmen AB, AC, dan BC disebut segitiga, dan
dinotasikan dengan AABC.

A A A
B CB C B C

(1) 2) 3)
Gambar 6.3. Segitiga
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Perhatikan gambar 6.3.1, titik-titik A, B, dan C disebut puncak dan
segmen garis AB, AC, dan BC disebut sisi. Setiap AABC mempunyai
tiga sudut, yaitu BAC, ABC, dan ACB, atau bisa ditulis dengan £A,
£B, dan £C . Pada setiap segitiga mempunyai sudut luar dan sudut
jauh yang masingmasing disebut dengan sudut exterior dan sudut
remote interior.

Perhatikan gambar 6.3. 2, terdapat 6 buah sudut exterior dari
AABC, yaitu £BCD, £ACE, £CBG, £ABE £BAH, dan £ZCAL Selain
itu pada AABC juga mempunyai sudut remote interior yaitu £A dan
£B yang merupakan sudut remote interior dari ZBCD dan £ACE,
¢2A dan £C yang merupakan sudut remote interior dariZCBG dan
2ABE dan £B dan £C yang merupakan sudut remote interior dari
£¢BAH dan £CAI Pada teorema berikut akan dinyatakan bahwa
besar sudut exterior lebih besar dari pada sudut remote interiornya.

Gambar 6.4. Sudut Eksterior dan Interior

Besar sudut exterior dari sebuah segitiga adalah lebih besar dari
pada tiap-tiap sudut remote interior nya.
Bukti: Perhatikan gambar 6.4, Akan dibuktikan 2BCD > £A. Karena
2ACB dan £BCD membentuk pasangan linier, maka diperoleh
bahwa £ACB dan £BCD adalah sudut pelurus, sehingga
mzACB + mzBCD = 1800 ... (1)
Jumlah sudut dalam dari AABC adalah
mzA + mzB + mzZACB = 1800... (2)
Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh
mzACB + mZBCD =mzA + m4B + mzACB

KONGRUENSI DAN KESEBANGUNAN
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m4£BCD = mZA + m4B + m£ZACB-m£ACB

msZBCD-mzA =m«B... (3)

Dari persamaan (3), karena m#B > 0 sehingga diperoleh bahwa
m£BCD-mzA >0

msBCD > mzA

Seperti bangun datar lainnya, segitiga juga mempunyai ukuran
luas, yang merupakan setengah dari perkalian sisi alas dan garis
tingginya. Berikut ini akan diberikan beberapa teorema mengenai
luas segitiga.

Luas segitiga siku-siku adalah setengah dari perkalian dua sisi
yang mengapit sudut siku sikunya.

Bukti: Perhatikan gambar 6.5 bagian yang diarsir pada AABC adalah
luas dari segitiga siku-siku ABC. Akan dibuktikan Luas ABC

A D

Gambar 6.5. Luas Segitiga

Misalkan titik D merupakan titik luar dari AABC, sehingga
membentuk persegi panjang ABCD dimana £D juga merupakan
sudut siku-siku, dan misalkan a dan b adalah sisi-sisi dari persegi
panjang ABCD dan dinotasikan dengan AABCD maka
LAABCD=ab ...(1)

LAABCD = LAABC + LAADC ...(2)
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Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh
LAABC + LAADC = ab

2.LAABC = ab

Jadi Luas AABC = % ab

C. Kongruensi Antara Dua Segitiga.

Sebelum masuk pada pembahasan dari kongruen antara dua segitiga,
akan dijelaskan dulu mengenai korespondensi. Korespondensi antara
dua segitiga adalah pemasangan satu-satu antara sisi dan sudut yang
bersesuaian dari segitiga satu ke segitiga yang lainnya. Sebagai contoh
misalkan diberikan korespondensi antara titik sudut AABC dengan
ADEF.

Perhatikan gambar 6.6., AABC dan ADEF adalah pemasangan
satu-satu dari titik -titik sudut kedua segitiga tersebut, sehingga
dikatakan AABC berkorespondensi dengan ADEF.

A D

B ¢ E F
Gambar 6.6. Dua Buah Segitiga Yang Berkorespondensi

Diberikan korespondensi antara dua segitiga. Apabila setiap
pasang sisi yang berkorespondensi sama panjang, dan setiap pasang
sudut yang berkorespondensi sama besar sehingga korespondensi
kedua segitiga tersebut dikatakan kongruen.

Berikut ini akan dijelaskan mengenai pengertian include, yaitu
sebagai syarat dari dua segitiga dikatakan kongruen, yang dijelaskan
pada definisi berikut ini.

KONGRUENSI DAN KESEBANGUNAN
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Sebuah sisi segitiga dikatakan included dengan sudutsudutnya
adalah jika puncak-puncaknya adalah titik akhir dari segmen
garis tersebut.
Sebuah sudut segitiga dikatakan included dengan sisi-sisinya adalah
jika sudut tersebut berada pada sisi-sisi yang mengapitnya, sebagai
contoh:

H

G I
Gambar 6.7. Segitiga yang Included
Perhatikan gambar 6.7, pada AGHI, GI included dengan £G
dan ZI, dan £G includeddengan GH dan GI .
Dalam kongruensi terdapat beberapa kondisi yang menyatakan

bahwa dua segitiga dikatakan kongruen berdasarkan korespondensi
sisi dan sudut, yang dinyatakan dalam postulat dan teorema berikut

Postulat 6.1. Setiap korespondensi S-Sd-S (sisi-sudut-sisi) adalah kongruen.

r‘f s
S r{,%\, I
A c D ' F

Gambar 6.8 Dua Buah Segitiga (S-Sd-S) Yang Kongruen

Perhatikan gambar 6.8, dua sisi dan satu sudut dari kedua segitiga
tersebut adalah kongruen yaitu, AB = DE, ZA = £D, dan AC = DE,
sehingga AABC = ADEE

Postulat 6. 2. Setiap korespondensi Sd-S-Sd (sudut-sisi-sudut) adalah
kongruen.
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Perhatikan gambar 6.9, dua sisi dan satu sudut dari kedua segitiga
tersebut adalah kongruen yaitu, ZA = 2D, dan AC = DE 2C = £E
sehingga AABC = ADEE

B E

A :JI ¢ D ||l F

Gambar 6.9. Dua Buah Segitiga ( Sd-S-Sd) Yang Kongruen

KONGRUENSI DAN KESEBANGUNAN
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BAB VI

PERSAMAAN GARIS LURUS

A. Persamaan Garis Lurus

Pada gambar di bawah ini adalah garis yang melalui titik P (x,y,.z,)
dan sejajar dengan vektor v = ai+bj+ck. Untuk menentukan persamaan
garis [, diambil sembarang titik P(x,y,z) pada garis l.

.il.z

Py

i

X

Gambar 7.1. Menentukan Persamaan garis I

Garis [, maka I—?" lv dan P_U,IF;= t v dengan t bilangan real. Jika
vektor-vektor posisi titik P, dan P terhadap 0 adalah r = <x,y,z>, maka
P P =r-r dan karena PyP=t v maka

57




Karena r adalah vektor posisi sebarang titik P pada garis / dan
memenuhi persamaan terakhir, maka setiap titik P pada garis lakan
memenuhi persamaan tersebut. Dengan kata lain, persamaan garis [
yang melalui P (x,,y,,z,) dan sejajar vektor v = <a,b,c> adalah
Atau  <xyz>.= < XY,,Z,> +t <a,b,c>

<Xy,z>.= < X, + tayy, + th,z +tc>

I=r +ty

X=X, + ta;y=y + tbz=z +tc
Persamaan parametrik (kanonik) dari garis .
Apabila parameter t dari persamaan parametrik ini dihilangkan,
maka diperoleh

X—X; V—F, z—x
a b c

Disebut persamaan simetrik dari garis / dengan bilangan arah
a,b,c dan melalui titik (x,y,,z,). Persamaan parametrik itu terdiri dari
dua persamaan, yaitu

d Y—¥% 7%
an =
a b b C

. A

Contoh 1

Tentukan persamaan-persamaan vektor, parametrik dan simetrik
untuk garis yang melalui titik a(3,-2,4) dan b(5,6,-2)

Jawab:

Sebuah vektor yang sejajar dengan garis ab adalah v = AB = <5-3,6-
(-2),-2-4> = <2,8,-6> dipilih r, = 0A- <3,-2,4> dan r sebarang vektor
posisi titik (x,y,z), maka persamaan vektor garis AB adalah

r=r,+ty
<XYZ2>= < 3,-2,4> +t <2,8,-6>

Persamaan parametriknya adalah

X=3+2t, y=-2+8t, z=4-6t
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Sedangkan persamaan simetriknya adalah
x—3 y+2 z—4
2 8 -6

Contoh 2

Tentukan persamaan simetrik dari garis potong bidang-bidang 2x -
y-5z=-14 dan 4x+5y+4z=28.

Jawab:

Dari dua persamaan bidang kita hilangkan x, dan diperoleh y+2z=8.
Jika dari dua persamaan bidang itu kita hilangkan y, maka diperoleh
X= % z -3. Dari dua persamaan ini dapat disusun persamaan

simetriknya yaitu:
y—8 x+3
— =z 3 =z
2
x+3 y—8
= =z, atau
3 —4
2
x+3 y—8 =z
3 -4 2

Hasil ini bukanlah satu-satunya persamaan dari garis potong
kedua bidang itu.misalkan, jika yang dihilangkan x dan z mungkin
akan memperoleh persamaan yang berbeda, namun bilangan arahnya
akan sama dengan k<3,-4,2> dengan k suatu bilangan real.

Suatu penyelesaian lain didasarkan pada kenyataaan bahwa garis
potong dua bidang tersebut akan tegak lurus pada vektor-vektor
normalnya. Misalkan u=<2,-1,-5> adalah vektor normal bidang
pertama dan v=<4,5,4> adalah vektor normal bidang kedua. Misalkan
pula w = u x v, maka
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i i k
2 -1 =5
4 5 4

w= =21i-28j+14k

Garis potong dua bidang itu sejajar dengan vector w_ini
selanjutnya dipilih suatu titik pada garis potong itu, misalkan (3,0,4)
maka persamaan simetrik garis potong itu adalah

x—3 ¥y y—4

= = ,atau
21 —28 14

3 —4 2

x—3 ¥ v—4

Selanjutnya akan kita ambil lebih umum untuk memperoleh
rumus persamaan garis lurus yang melalui titik a (x,y,z,) dan titik
b (x,,y,,Z,).

Vektor-vektor posisi titik-titik A dan B berturut-turut adalah a
= <Xx,,yz,> dan b = <x,,y,,z > dengan garis yang melalui A dan B.
Ambil sebarang titik R(x,y,z) pada garis tersebut yang vector posisinya
adalah r = <x,y,z>. Maka persamaan vector garis AB adalah

r=a+t(b-a) dengan t bilangan real

<X Y,2> = <Xy pZ> + <X,-X, ¥V,-Y)5 2,72, >

x=x+tx-x),y=y,+t(y,y)z=2 +t(z,-z)

Adalah persamaan parametric garis AB.
Dengan melenyapkan parameter t dari persamaan parametric ini

akan diperoleh persamaan simetrik dari garis ab sebagai berikut:

X—xy V=¥V  ZI—IZ

In—x.| }rﬂ_};r-l Zq_z.l
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Contoh 3
Tentukan persamaan garis lurus yang melalui A(3,2,1) dan B(5,-1,-2)
Jawab:
Persamaan garis lurus yang melalui A dan B adalah:
x—3 y—2 z—1
5—3=—1—2=—2—1

B. Letak Garis Lurus terhadap Bidang Datar

Ada tiga kemungkinan yang terjadi, letak suatu garis terhadap suatu
bidang datar, yaitu garis memotong bidang, garis sejajar bidang dan
garis terletak pada bidang.

Perhatikan sebuah garis I= = — = =
Dan sebuah bidang a:Ax + By + Cz + D 0

Misalkan garis dan bidang ini berpotongan, maka koordinat titik
potongnyadicaridengan menyelesaikan x,y, dan z dari tiga persamaan
itu. Salah satu cara menyelesaikannya dengan memisalkan bahwa

r—x Y70 _ z_zl_t
a b £
X =X, +at, y =y, +bt, z =z, + ct disubstitusikan pada persamaan

bidang, maka diperoleh

A(x;+at)+B(w+bt) + C(zy+ct)+ D=0
(Aa+Bb+Cc)t+Ax; +By, +Cz;+ D=0
ApabilaAa + Bb + Cc # 0, maka kita akan memperoleh nilai t,
sehingga koordinat titik potong garis dan bidang diperoleh dengan
mensubstitusikan nilai t kedalam persamaan garis yang memuat t.
JikaAx, + By, + Cz; + D = 0 danAa + Bb + Cc # 0 maka titik
potong garis dan bidang itu adalah (x, ,¥,,z,).
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Jika Aa + Bb + Cc = 0 dan Ax, + By, + Cz,; + D# 0 maka garis
dan bidang adalah sejajar.

Jika Ax, + By, + Cz, + D = 0 danAa + Bb + Cc = 0 maka garis
terletak pada bidang.

Garis [ tegak lurus bidang a, apabila vector arah garis [ sejajar
dengan vektor normal bidang a. Vektor arah garis /adalah m = <a,b,c>
dan vektor normal bidang o adalah n = <A,B,C>

Maka garis I tegak lurus bidang a, apabila m = kn dengan k suatu
bilangan real.

Contoh 4

Tentukan persamaan garis yang melalui titik P(3,5,2) dan tegak lurus
bidang

a2x-3y+z=6

Jawab:

Vektor normal bidang a adalahn= <2.-3,1>.

Persamaan garis yang melalui titik P(3,5,2) dan tegak lurus bidang
a sama saja dengan persamaan garis melalui P dan sejajar dengan
vector n, yaitu:

2 -3 1
Contoh 5
Tunjukkan bahwa garis x = -2-2t, y = -1 + t, z = 7 + t terletak pada
bidang
2x+3y+2z=0.
Jawab:

Garis terletak pada bidang, apabila mempunyai titik potong dan
vektor arah garis tegak lurus dengan vector normal bidang.

Pilih sebuah titik pada garis, misalnya dengan mengambil t = 0
yaitu (-2,-1,7). Titik ini memenuhi persamaan bidang, maka (-2,-1,7)

pada bidang.
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Vector arah garis adalah m= <-2,1,1>dan vector normal bidang
adalah n=<2,3,1>

Karenam .n=<-2,1,1>.<2,3,1>=-4+ 3 + 1 =0 maka m1n, yaitu
garis sejajar bidang. Jadi garis terletak pada bidang.

Contoh 6

Carilah persamaan bidang yang memuat garis x = 1+2t, y = -1+3t,z =
4+t dan titik (1,-1,5).

Jawab:

Ambil dua titik pada garis dengan cara member harga t, missal t = 0
dan t = 1 akan diperoleh titik-titik (1,-1,4) dan (3,2,5). Selanjutnya
persamaan bidang yang dicari adalah persamaan bidang yang melalui
titik-titik (1,-1,5), (1,-1,4), dan (3,2,5) yaitu:

NS,
|
=
|
s
[

Penyelesaian cara lain yaitu dengan menggunakan vector arah
garis, yaitu m <2,3,1>dan sebuah titik (1,-1,4) pada garis serta titik
(1,-1,5) yang diketahui. Dua titik ini menentukan vector u =<0,0,1>.

Vektor normal bidang yang dicariadalah:

i j k
mxn=|2 3 1|=3i-2j
0o 0 1

Maka persamaan bidang yang dicari adalah
3(x-1) - 2(y+1)=0
3x-2y-5=0

Letak dua garis lurus dalam ruang dimensi tiga. Dua buah garis
lurus dalam ruang kemungkinan akan berpotongan, sejajar, berimpit
atau bersilangan.
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Misalkan diketahui dua garis berikut ini

T, b, =5 o b, Co

Sudut antara dua garis ini sama dengan sudut yang dibentuk oleh
vektor-vektor arahnya, yaitu m =<a ,b,c > danm <a,b,.c >.

Jika & adalah sudut yang dibentuk oleh dua garis tersebut, maka
a,a, + b b, +c e,

Cosf@ =

| 2 2 2 | 2 2 2
.\4”11""1’1 +Cl_+\4|a:-+b: + 5"

Dua garis akan sejajar, apabila vektor-vektor arahnya sejajar,
yaitum, =tm, dengan t suatu bilangan real <a,, by, €,> = t<a,, b, ¢,
> atau

a, by ¢

a, b,

Dua garis saling tegak lurus, apabila vektor-vektor arahnya saling
tegak lurus, yaitu
m.m,=0

<ay, by, c>.<a5,b,,c,>=0
Dua garis akan berpotongan, apabila ada penyelesaian untuk

x,y,z dari empat persamaaan bidang yang menyatakan dua persamaan
garis itu.

Contoh 7

Tunjukkan bahwa garis-garis

Berpotongan dan carilah persamaan bidang yang memuat dua
garis itu.
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Jawab:
Kita misalkan bahwa

-1 -2 —4 x—2 y—1 z4+2
l — A = z = t dan = = — = k
—4 3 -7 -1 1 6
Atau  x=1-4t, y=2+3t, z=4-2tdan
x=2-k, y=1+k z=-2+6k

Maka diperoleh persamaan
1- 4t =2-k, 2+3t=1+k dan4-2t=-2+6k
Dari k=4t+1, k=3t+ 1diperoleht=0dank =1

Yang memenuhi pada persamaan 4-2t = -2 + 6k.
Jadi titik potongnya adalah (1,2,4)

Untuk mencari persamaan bidang yang memuat dua garis itu
ditentukan vektor normalnya dulu, yaitu dengan perkalian silang dari
vektor-vektor arah garis, yaitu m, = <- 4, 3, -2>danm = <-1, 1, 6>

i ok

Vektor normal bidang adalah n=m xm = _!4 é 2
-1 1 6

N = 20i + 26j-k

Jadi persamaan bidang yang dicari adalah persamaan bidang
yang melalui titik (1,2,4) dan tegak lurus n, yaitu:

20 (x-1) + 26 (y-2)-(z-4)=0
20x + 26y - 7 = 68
Kita telah mengetahui bahwa garis dengan persamaan

x—x Y-y z-z . . .
" =7"=""", mempunyai bilangan-bilangan arah ab,c
c

a
(urutan diperhatikan) atau mempunyai vektor arah m = <a, b, ¢ >.

Kita sekarang akan menentukan bilangan-bilangan arah dari
garis ini diubah ke dalam persamaan simetrik (kanonik), misalnya
menghilangkan x, kemudian menghilangkan y dari dua persamaan
bidang itu seperti contoh 2
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Dengan menghilangkan x didapat
(4,8, — AyBy)y + (4,€, — A, C))z + (4,0, — A;D) = 0
Dengan menghilangkan y didapat
(4,B, — A;B))x +(B,C, — B\ C;)z+ (B,D, — B,D,) =0

Dari dua persamaan ini diperoleh

ByDg_BoaDy AjD—AzDy
AyBo—AzBy - AzBy A Bz 2
ByCyo—Ba(Cy AaCy—A4Co Ay Bo_AoLB,

Nampak bahwa bilangan - bilangan arah (vector arah) dari garis
tersebut adalah

m=<B,C, — B,C,,A,C, — A,C,, A,B,_A,B,>

Atau dalam bentuk determinan menjadi

"==l¢c, o l'le, c,I'lB, B,
Contoh 8

Tentukanlah vector arah (bilangan - bilanganarah) dari garis potong
bidang - bidang

2x-y+3z-5=0danx+2y-z2+7=0

Jawab:

Kita gunakan rumus tersebut, maka vector garis tersebut adalah

-1 2‘_‘2 lHE 1
3 =13 —1ll-1 2

m =<-555>=5<-1,1,1>

m=< > atau

Misalnya diketahui sebuah bidang

ap Ay x+Byy+Ciz+ D =0dana,: A, x+ B,y+C,z+D,=0
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Persamaan:

a,+ ta, = 0 dengan -~ < t < ~ disebut berkas bidang (lihat gambar)

Gambar 7.2. Berkas bidang @1+ £@2 — 0 dengan -~ < t < ~

Contoh 9
Tentukanlah persamaan bidang yang melalui titik P(3,2,1) dan garis
potong bidang x+y- 2z+2= 0 dan 3x - y+z - 6=0
Jawab:
Dibentuk berkas bidang
(x+y-2z+2)+t(3x-y+2z-6)=0
Dipilih bidang, dari berkas bidang ini yang melalui titik P(3,2,1),
maka koordinat titik ini disubstitusikan pada persamaan berkas
bidang, diperoleh:
B+1-4+2)+t(9-1+2-6)=0
t=-1/2
Jadi persamaan bidang yang dicari adalah
(X+y-22+2)-=(3x-y+2-6)=0
—%x + léy—léz +5=0
x-3y+32-10=0
Contoh 10

Tentukan persamaan garis yang tegak lurus bidang 3x + 6y - 7z - 25
= 0 dan memotong sumbu x dan memotong pula garis x - y - 1= 2x
+z2-7=0.
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Jawab:

Persamaan sumbu x adalah y=z=0. Garis yang berpotongan dengan
sumbu x dan garis x - y - 1= 2x +z — 7 = 0. Adalah anggota berkas
berikut ini.

y+tz=0

y+tz=0
atau
(x—y—=1)+k(2Zx+=z—7)=0

(M+2k)x—y+hkz—1—T7k=0

Vektor arah garis ini adalah:

m:<|_11 Iil’_ll-ka Ii"'lek _11|)ataum:<k+t,t+2kt,—172k>

Vektor normal dari bidang 3x + 6y - 7z - 25 = 0 adalah n = <3, 6, -7>
Garis yang dicari harus tegak lurus dengan bidang 3x+6y — 7z - 25 =
0, maka m harus sejajar dengan n. Diambil m = n, maka

<k +t, t+2kt, -1 - 2k > = <3,6,-7>

Kita memperoleh k=3 dant=0atauk =3 dan t = 6/7

Untuk k=3 dan t=0 didapat persamaan garis yang dicari adalah y = 0,
7Xx-y+32-22=0.

Untuk k=3 dan t=6/7 didapat persamaan garis yang dicari adalah
7y+62=0, 49x — 7y+62 — 49=0

Jarak dua garis yang bersilangan

Misalkan diketahui dua garis g, dan g, ditentukan dengan cara berikut
ini. Buat bidang & melalui garis g, dan sejajar garis g,. Pilih suatu titik
pada garis g . Maka jarak garis g, dan g, adalah jarak titik P ke bidang a.

Contoh 11

Berapakah jarak garis g;: 7x + 4z - 38 = 0
7y-5z+37=0dangarisg:7x +8z-16=0
7y =3z=15
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Jawab:
Persamaan bidang yang melalui garis g,adalah anggota berkas bidang
(7x +4z - 38) + t (7y — 5z + 37) = 0 atau 7x+ 7ty+ (4 - 5t)z - 38 + 37t =0.
Vektor normal bidang ini adalah n = <7,7t,4 - 5t>.
Sedangkan vektor arah garis g, adalah

8| ‘? 8
=3I" lo —-3I"

Bidang yang melalui g, sejajar g,, maka harus dipenuhi

0 7 0
_ —< —56,21,49 >
m{‘? 0 ?|} s

m | n,yaitumn=20
<—56,21,49 ><7,7t,4 - 5t>=0
-843t+4 - 5t=0

t=-2

Jadi bidang yang melalui g, dan sejajar g,adalah 7x — 14y + 14z -
112 = 0 yang disederhanakan menjadi x - 2y + 2y - 16 =0
Pilih titk P(0,3,2) pada garis g,, maka jarak P ke bidang x - 2y + 2y -
16 = 0 adalah
0-2.3+2.2-16

d= =6

Vvi+d+4

Jadi jarak garis-garis g, dan g adalah 6
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BAB VIl

PERSAMAAN BOLA

Bola dengan pusat titik O (titik asal) dan berjari-jari r, persamaannya
diperoleh dengan cara mengambil sebarang titik P(x, y, z) pada bola.
Sehingga

—_—

OP =r = (x,y,2).

\J

Gambar 8.1. Bola dengan Titik Pusat 0 dan Berjari jari r

Pada gambar diatas
‘EJ.‘ = ‘{‘ =/x?+y* +z? jari-jarinyar= M

rr=x?+y*+2z2




Karena P(x, y, z) sebarang titik pada bola, maka setiap titik (x,
Y, z) pada bola berlaku x* + y* + z* = r* Ini berarti persamaan bola
dengan pusat O dan berjari- jari r adalah:

X+y +z°=r1.

Selanjutnya akan dicari persamaan bola dengan jari-jari r dan titik
pusat
M (a, b, ¢).

Ambil sebarang titik P(x, y, z) pada bola, maka vektor

PM=r=(x-a, y-b,z-0).

2
= |[2 =rr= (x—a,y-b,z—c). x—a,y—b,z—¢).

‘W

rr=x-al+(y-bP+(z-c)

F Y
Z

A J

X

Gambar 8.2. Bola dengan Jari-jari r dan Titik Pusat M (a, b, ¢).

Karena P(x, y, z) sebarang titik pada bola yamg memenuhi
persamaan tersebut diatas, maka setiap titik (x, y, z) pada bola
memenuhi persamaan tersebut. Hal ini berarti persamaan bola
dengan jari-jari r dan titik pusat (a, b, c) adalah:

(x-a)+(y-b)+(z-c)=r-
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Contoh 1

Carilah persamaan bola yang berpusat di titik (1, 3, 2) dan melalui
titik (2, 5, 0).

Jawab
Jari-jari bola adalah jarak dua titik tersebut, yaitu

r=JQ2-1)2+(5-3) +(-2) =3.

Persamaan bola yang dicari adalah persamaan bola dengan jari-
jari 3 berpusat di titik (1, 3, 2), yaitu:

(x-1P2+(y-372+(z-2)=9
Jika dijabarkan menjadi x* + y* + 2> - 2x - 6y -4z + 5 = 0.

Rumus persamaan bola yaitu (x - a)> + (y-b)* + (z - ¢)* = r*
dapat ditulis sebagai berikut: x> + y* + z> - 2ax — 2by — 2cz + a* + b* +
c-r=0

Jika —2a = A, -2b = B, -2¢ = C, dan a? + b?> + ¢? - 2 = D, maka
persamaan bola tersebut dapat ditulis sebagai berikut

X*+y' +2°+Ax+By+Cz+D=0

Nampak disini bahwa persamaan bola adalah suatu persamaan
kuadrat dalam x, y, dan z dengan ciri-ciri: (a) tidak memuat suku-
suku xy, xz, atau yz, dan (b) koefisien-koefisien x* y?, dan z* selalu
sama.

Selanjutnya akan ditentukan titik pusat dan jari-jari dari bola

dengan persamaan
X+y' +2°+Ax+By+Cz+D=0.

Persamaan ini bisa diubah dengan melengkapi kuadrat dari x, y,
dan z sebagai berikut:

(x+ 1—A)2+(y+ 1—3)2 +(z+ 1—C)2 = l—AZ+ l—_B‘3+ l—CE—D.
2 2 2 4 4 4

PERSAMAAN BOLA\ = N



Dari persamaan ini dapat dengan mudah ditentukan titik pusat
dan jari-jari bola, yaitu:
1 1 1 s
M(-_A4.-_ B~ _C) sebagai titik pusatnya, dan
2 2 2

F= \/%AE + %BE + %CE —D adalah jari — jarinya

Contoh 2

Tentukan pusat dan jari-jari bola, jika diketahui persamaan bola
tersebut adalah sebagai berikut: x* + y* + z* - 10x - 8y - 12z + 68 = 0.

Jawab

Dengan proses melengkapkan kuadrat, persamaan bola diubah
menjadi:

(x* - 10x + 25) + (y* - 8y + 16) + (z* - 12z + 36)

=25+16+36-68 (x-5)+(y-4)+(z-6)*=9

Ini berarti bola berpusat di titik (5, 4, 6) dengan jari-jari 3.

Soal diatas dapat juga diselesaikan dengan menggunakan rumus,
sehingga diperoleh:

Titik pusat bola M(—iA,—lB,—lC)= M(-
2 2 2

"o tes- Ly - .46

2 2

2|

Jari-jari bola adalah r = » - \/i,ﬁ +iB2 + %CZ -D

- \/1(710)2+1(78)2 + L1268
4 3 3
r=+25+16+36-68
¥ :«/5: 3

A. Bidang Singgung Pada Bola

Misalkan bola dengan persamaan (x - a)* + (y - b)* + (z - ¢)* = 1}
dan suatu titik T(x, y, z,) pada bola. Akan dicari persamaan bidang
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singgung pada bola di titik T(x, y , z,). Bidang singgung di titik T dan
jari-jari bola melalui T saling tegak lurus, ambil sebarang titik V(x, y,
z) pada bidang singgung, maka

—_—

IV =,y 307 =2 ) pda iangsegung

Pusat bola adalah P(a, b, ¢), maka
PT=(xt—a,y1—b,z1—¢c)

Karena TV L E maka PT.TV =0
PT(PT-PVF)=0

B —

P PT-PTPV =0

rf-<xi—a,yi—-b,zi—-c>.<x—a,y-b,

z-c>=0xi—a)x-a)+(yi—b}y—-b)+(zi—clz—-c¢c)=r%
Ini adalah persamaan bidang singgung bola dengan persamaan (x -
a)’+ (y-b)’ + (z - ¢)* = r dititik T(x, y , z,) pada bola.
Contoh 3
Tentukan persamaan bidang singgung pada bola (x - 3)* + (y - 1)* +
(z - 2)*=9dititik (1, 3, 3).
Jawab
Titik (1, 3, 3) terletak pada bola, sebab koordinat-koordinatnya
memenuhi pada persamaan bola. Maka persamaan bidang singgung
pada bola di titik (1, 3, 3) adalah:

(1-3)x-3)+B-D(y-1)+B-2)(z-2)=9.
-2x+2y+2-7=0.

Soal soal Latihan

1. Tuliskan persamaan bola yang pusatnya di titik (-6, 2, -3) dan
jari-jarinya 2.

PERSAMAAN BOLA\ [



2. Carilah persamaan bola yang berpusat di titik (2, 4, 5) dan
menyinggung bidang xy.

3. Carilah persamaan bola jika diameternya adalah ruas garis yang
menghubungkan titik (-2, 3, 7) dan (4, -1, 5).

4. Tentukanlah pusat dan jari-jari bola dengan persamaan:
4x* + 4y’ +472° - 4x + 8y + 162 - 13 = 0.

5. Carilah persamaan bola-bola yang bersinggungan yang titik-titik
pusatnya berturut-turut (-3, 1, 2) dan (5, -3, 6) dan jari-jarinya
sama.

6. Carilah persamaan bola dalam kuadran pertama yang jari-jarinya
6 dan menyinggung bidang-bidang koordinat.

7. Carilah persamaan bola dengan pusat (1, 1, 4) dan menyinggung
bidang
X+y=12.

8. Tentukan persamaan bola yang melalui titik-titik (3, 1, -3), (-2,
4, 1), dan (-5, 0, 0) yang titik pusatnya terletak pada bidang 2x +
y-z+3=0.

9. Tentukan persamaan bola yang berjari-jari 3 dan menyinggung
bidang
X+ 2y + 3z + 3 =0dititik T(1, 1, -3).

10. Tentukan persamaan bidang singgung pada bola
(x=3)"+ (y +2)* + (z - 1)* = 25 yang sejajar dengan bidang
4x+3z-17=0.
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BAB IX

LUASAN PUTARAN

Misalkan sumbu x diambil sebagai sumbu putar dan kurva yang
diputar terletak pada bidang YOZ. Persamaan kurva yang diputar
adalah

(x=0
1f('y,:)=0

Selanjutnya diambil T(x , y, z ) sebarang titik pada kurva. Maka
dipenuhi: x =0 danf(y,z ) = 0.
Ambil T(x, y , z,) sebarang titik pada kurva.
Maka dipenuhi x, = 0

0,z =0

Lingkaran yang dilalui T adalah perpotongan bidang yang
melalui T dan tegak lurus sumbu putar, yaitu sumbu dengan bola
yang pusatnya pada sumbu x, misalkan titik O dan jari-jarinya OT.

Jadi persaamaan lingkaran yang dilalui T adalah

X=Xo

X2+Y2+22: X02+Y02+%2




Selanjutnya dengan mengeleminasi x, y, dan z_ sehingga
diperoleh persamaan luasan putarannya. Berikut ini akan dicari
bermacam-macam persamaan luasan putaran.

A. Suatu Ellips Pada Bidang XOY Diputar
Mengelilingi Sumbu X
Persamaan ellips pada bidang XOY berbentuk
iiz=0
i1x2+y2=
ita’b*1
Misalkan T(x , y , z ) sebarang titik pada ellips. Maka harus dipenuhi
z,=0
Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu x adalah x = x .
Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O adalah x?
+y +22=x*+y*+z?
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=X
x2+yr+22=xl+yl+z,?
Dengan mengeleminasi x , y , dan z_diperoleh persamaan

x2 . y2 4 =2

P A

Persamaan ini merupakan persamaan ellipsoida putaran dengan
sumbu putar sumbu x.
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Gambar 9.1. Persamaan Ellipsoida dengan Sumbu Putar X

Jika sumbu putarnya sumbu y maka persamaan ellipsoida
diperoleh sebagai berikut.
Persamaan ellips yang diputar adalah
iiz=0
ix2+y2=
iia’b*1
Misalkan T(x , y , z ) sebarang titik pada ellips.
Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu y adalah y = y,.
Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O adalah x?
+y +z22=x*+y*+z?
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah

Y= Yo

X2+y2+22:X§+y02+202
Dengan mengeleminasi x , y , dan z_ diperoleh persamaan

x2+z2 9y
=1

e h?
Persamaan ini merupakan persamaan ellipsoida putaran dengan
sumbu putar sumbu y.

LUASAN PUTARAN
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Titik-titik puncaknya adalah (a, 0, 0), (-a, 0, 0), (0, b, 0), (0, -b, 0), (0,
0, a), dan (0, 0, a).

B. Suatu Parabola Pada Bidang XOY
Diputar Mengelilingi Sumbu X

Persamaan parabola pada bidang XOY berbentuk:
[z=0
b’z =2px

Misalkan T(x, y,, z ) sebarang titik pada parabola.
Maka harus dipenuhi

zo=0

Yo? = 2pXo
Persamaan lingkaran yang ilalui T adalah

X—Xo

X2+ y?+ 22 =x2 +yot + zo?
Dengan mengeleminasi x , y , dan z_ diperoleh persamaan
y* + 2> = 2px.

Persamaan ini merupakan persamaan paraboloida putaran dengan
sumbu putar sumbu x.
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Gambar 9.2. Suatu Hiperbola Pada Bidang XOY Diputar Mengelilingi Sumbu
X

Persamaan hiperbola pada bidang XOY berbentuk
iiz=0
ix2-y2=
ita’b*1
Misalkan T(x, y,, z,) sebarang titik pada hiperbola. Maka harus
dipenuhiz =0
Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu x adalah x = x .
Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O adalah x>
+y +22=x’+y’+z°?
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=Xo
Xyt 2 =xdhyd bzl

Dengan mengeleminasix , y , dan z_diperoleh persamaan

x2 y? 42
1
P A

Persamaan ini merupakan persamaan hiperboloida putaran berdaun
dua dengan sumbu putar sumbu x.

Titik puncaknya ada dua yaitu (-a, 0, 0) dan (a, 0, 0).

LUASAN PUTARAN
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X

Gambar 9.3. Putaran Hiperboloida Berdaun Dua dengan Sumbu Putar Sumbu X.

Jika hiperbola pada bidang XOY tersebut diputar mengelilingi
sumbu y maka diperoleh persamaan luasan sebagai berikut.
Persamaan hiperbola pada bidang XOY berbentuk
iiz=0
ix2-y2=
ita’b*1
Misalkan T(x, y., z) sebarang titik pada hiperbola. Maka harus
dipenuhi

Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu y adalah y = y,.
Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O adalah
X+y +z2=x2+y’+z}
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah

y—=Yo
Xy +2=x2+y2+z,2

Dengan mengeleminasi x , y , dan z_diperoleh persamaan
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x4z 2
* k4

Persamaan ini merupakan persamaan hiperboloida putaran berdaun

satu dengan sumbu putar sumbu y.
Beberapa titik puncaknya adalah (a, 0, 0), (-a, 0, 0), (0, 0, a), dan (0, 0, -a).

A
Z

Gambar 9.4. Putaran Hiperboloida Berdaun Satu dengan Sumbu Putar Sumbu Y.
C. Suatu Garis Lurus Pada Bidang XOY
Diputar Mengelilingi Sumlbu X

1. Misalkan persamaan garis yang diputar adalah

[z=0
1x=my+p

Misalkan T(x , y ,z ) sebarang titik pada garis yang diputar. Maka
harus dipenuhi

z,=0

X =my_+p

Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu x adalah

X:XO'

LUASAN PUTARAN \ ss [N



Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O
adalah
X+y' +z22=x’+y’+z’

Gambar 9.5. Garis yang Diputar Mengelilingi Sumbu X
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=X,
X+y +z22=x’+y’+z?
Dengan mengeleminasi x , y , dan z_ diperoleh persamaan x* -
m*(y* +z*) - 2px + p* = 0.
Persamaan ini merupakan persamaan kerucut.

2. Misalkan garis yang diputar menyilang sumbu x, maka
persamaannya berbentuk

[z=k
1x=my+p

Misalkan T(x , y ,z ) sebarang titik pada garis yang diputar. Maka
harus dipenuhi

z,=k

X =my_+p

Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu x adalah
X=X,

Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O
adalahxX* +y*+ 22 =x*+y *+z 2
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Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=X
X +y +z22=x’+y’+z?

Dengan mengeleminasi x , y , dan z_diperoleh persamaan

y2+22 (x=p)? _

1
kl nrt 4

Persamaan ini merupakan persamaan hiperboloida putaran

berdaun satu.

Gambar 9.6. Putaran Hiperboloida Berdaun Satu

D. Suatu Lingkaran Pada Bidang XOY
Diputar Mengelilingi Sumbu X
Misalkan persamaan lingkaran pada bidang XOY berbentuk
z=0
ixz +(y=byR =r?
Misalkan T(x , y,, z ) sebarang titik pada garis yang diputar.

Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu x adalah x = x .

Persamaan bola yang melalui titik T dan titik pusatnya di O adalah
X+y +z22=x>+y’+z’

LUASAN PUTARAN \ s [N



Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=X
2 2 2 — 2 2 2
X+y +z2=x’+y’+z
Dengan mengeleminasix , y , danz_diperoleh persamaan
o o o
(X2 +y?+ 27 -1’ - b?)? =4b*(r* - X?).
Persamaan ini merupakan persamaan torus.

4

Gambar 9.7. Lingkaran Pada Bidang XOY Diputar Mengelilingi Sumbu X

E. Luasan Putaran Dengan Sumbu Putar
Garis Sebarang
Misalkan persamaan sumbu putarnya adalah

r—x _Y-n_z-4

a b ¢
dan persamaan kurva yang diputar adalah
[ filx,p,2) =0
f,(x.3.2) =0

Misalkan T(x , y,, z ) sebarang titik pada kurva yang diputar.

Lingkaran yang dilalui T adalah perpotongan bidang melalui T dan
tegak lurus sumbu putar dengan bola yang pusatnya di titik P yang
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terletak pada sumbu putar dan berjari-jari PT. Di sini dapat diambil
P(x,y,z,).

Persamaan bidang melalui T dan tegak lurus sumbu putar adalah
a(x-x)+b(y-y)+c(z-z)=0.

Persamaan bola yang pusatnya di titik P(x, y,, z,) dan berjari-jari PT
adalah

(=X 4 (y -y P+ (2-2) = (x,- XV + (y, -y, + (z, - 2,

Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
AX—x)+b(¥—yo)+c(z—2,)=0

{{x— 0+ (=) (-2 = (6 —x) + (), )+ (2, - )’

Dengan mengeleminasi x, y , dan z_ diperoleh persamaan luasan

putaran.

Contoh 1

Tentukan persamaan luasan yang terjadi dari perputaran parabola
[2=0 [y=0
1}’2 - 4x mengelilingi garis Tz= el

Jawab (y=0

Persamaan sumbu putar adalah
z=2x+1

Vektor arah dari sumbu putar ini adalah m = <-1, 0, -2>.

Misalkan T(x , y , z ) sebarang titik pada parabola.

Maka harus dipenuhi

z,=0

y 2=4x,

Persamaan bidang yang melalui T dan tegak lurus sumbu putar adalah
-l(x-x)+0(y-y,)-2(z-2)=0

ataux +2z=x_ +2z,

Persamaan bola yang pusatnya di titik P(0, 0, 1) dan berjari-jari PT =
Jxal +3,2+(z,-1P adalah X’ +y* + (z - 1) =x > +y >+ (z, - 1)~

LUASAN PUTARAN
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Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X+2z2=X +2z,

X*+y +(z-17=x7’+y?+(z, - 1)
Selanjutnya didapat x + 2z =x .

Akibatnyay *=4 x =4(x +2z) = 4x + 8z
Dengan mensubstitusikan x , y , dan z_ diperoleh
X+ V+(z-1P=(x+22)>+4x+82) +1
Setelah dijabarkan dan disederhanakan, diperoleh persamaan luasan
yaitu:

Y? -3z - 4xz - 4x- 102 =0.

Contoh 2

&=0
Diketahui persamaan garis g = i y=2x+1

Tentukan persamaan luasan yang terbentuk dari garis g yang diputar
mengelilingi sumbu x.
Jawab
Misalkan T(x , y,, z ) sebarang titik pada garis g.
Maka harus dipenuhi [ 2 =0
Y, =2x,+1
Persamaan bidang yang melalui titik T dan tegak lurus sumbu x
adalahx=x .
Persamaan bola yang titik pusatnya di O dan melalui T adalah
X+y +z2=x’2+y’+z’
Jadi persamaan lingkaran yang dilalui T adalah
X=X,
X+y +2=x’+y’+z>
Kita mempunyaiy = 2x + 1. Selanjutnya dengan mensubstitusikan x ,
y,» danz_ diperoleh persamaan

X*+y +22=x"+(2x+1)*+0.
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Setelah dijabarkan dan disederhanakan diperoleh persamaan
luasan yang ditanyakan yaitu:

AP +y + 722 -4x-1=0.

Soal - soal Latihan

(y=0
1. Suatu ellips dengan persamaan ixz +472 _16=0 diputar

mengelilingi sumbu x. Tentukan persamaan ellipsoida putaran

yang terbentuk.

[y=0
2. Suatu parabola dengan persamaan T 2 = o, diputar mengelilingi

garis [7=9 |, Tentukan persamaan luasan putaran yang terjadi.
y=x+2

[y=0

y
3. Suatugaris ix _ ,_, diputar mengelilingi garis dengan persamaan

. Tentukan persamaan luasan putaran yang terjadi.

LUASAN PUTARAN
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Gﬁ:umctri adalah sumber belajar yang dirancang untuk
mengajarkan konsep-konsep dasar dan lanjutan geometri kepada
siswa. Buku ini mencakup berbagai topik penting yang dibagi menjadi
beberapa bab, masing-masing dengan fokus yang berbeda namun saling
berkaitan.

Bab ini memperkenalkan definisi dasar dan istilah penting dalam
geometri, seperti titik, garis, bidang, dan sudut. Pembaca diajak untuk
memahami dasar-dasar geometri dan bagaimana konsep-konsep ini
membentuk dasar untuk topik-topik yang lebih kompleks. Topik seperti
teorema Pythagoras, segitiga siku-siku, dan konsep kesebangunan dan
kekongruenan segitiga juga dibahas secara mendalam.

Buku ini dirancang dengan berbagai contoh soal, latihan, dan tugas
untuk memperkuat pemahaman siswa. Ilustrasi dan gambar-gambar
yang jelas juga disertakan untuk membantu visualisasi konsep-konsep
vang dibahas. Dengan pendekatan yang sistematis dan komprehensif,
buku pelajaran geometri ini bertujuan untuk membangun fondasi yang
kuat dalam geometri dan mempersiapkan siswa untuk studi matematika
yang lebih lanjut.
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